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Justifier vos affirmations. Une attention particuliére sera portée & la rédaction.

Exercice 1.

Soit (E,d) un espace métrique.

1) Montrer que E et l’ensemble vide & sont des ouverts de F.

2) Montrer que E et 'ensemble vide & sont des fermés de E.

3) Soit A, B C E. Parmi les inclusions suivantes, démontrer celles qui sont toujours vraies. Pour les
autres, donner un exemple d’espace métrique (E, d) et de parties A, B C F o elles ne sont pas vérifiées.

a) AUBCAUB, b)AUBCAUB, ¢)ANBcANB, d)AnBc AnB.

Exercice 2.

On considére 'espace métrique (R, d) ou d est la distance usuelle sur R, c-a-d d(z,y) = |z — y|.

1) a) L’ensemble des entiers relatifs Z est-il un ouvert de R? b) Est-il un fermé de R ?

2) On note A l'intersection de tous les ouverts de R qui contiennent le segment [0, 1]. Déterminer A.
3) On pose X = {% |n € N*} U {0}. On munit X de la distance induite par la distance d sur R.
Déterminer tous les x € X tels que le singleton {x} est un ouvert de X.

Exercice 3.
Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques et soit f: F — F une application.

1) Montrer que les deux caractérisations de la continuité ci-dessous sont équivalentes.

i) Vo € E, Ve > 0, 3n > 0 tel que Yy € E, dg(z,y) < n implique dr(f(x), f(y)) <e.
ii) Pour tout ouvert V de F, f~1(V) est un ouvert de E.

2) Soit g une deuxiéme application entre E et F. Soit A C E une partie dense de E. Montrer que si f
et g sont continues et que fi4 = g|4 alors f =g.

3) Donner un exemple d’application h: R — R telle que h=1([0, 1]) n’est pas un fermé de R (muni de
la distance usuelle).

Exercice 4.
Soit (E,d) un espace métrique. Soit (z,)n>0 une suite de E.

1) Rappeler la définition d’une valeur d’adhérence de la suite (zy,)n>0.
2) Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de (xy,)n>0 est égal & (N> {zn|n > k}.

Exercice 5.
On se place dans R? munit de la distance usuelle, d((x1, 72), (y1,%2)) = \/(JU1 —y1)?2 + (22 — y2)%. On
pose

A=1[0,1*> et B =]0,1[2U(]1,2[x[0,1]).

Déterminer I’adhérence, l'intérieur et la frontiére de A puis faire de méme avec B.



